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En el presente trabajo se realiza un estudio de la estructura de bandas de cristales fotónicos
con dispersores de forma triangular inmersos en redes tipo panal y hexagonal. Inicialmente
se plantea el estudio de un cristal regular en una red tipo panal, se encuentran los paráme-
tros geométricos óptimos que maximizan el bandgap fotónico completo, obteniendo una
configuración de orientación y tamaño del triángulo donde el bandgap tiene un ancho de
aproximadamente ∆ω = 0,08632πc
a
para la polarización TM y ∆ω = 0,10062πc
a
para la po-
larización TE. Posteriormente se plantea el estudio de un defecto tipo estrella en el cristal
regular que da lugar a la aparición de modos defectivos, de manera particular se resalta el
modo defectivo para la polarización TM que permanece invariante para cualquier orienta-
ción de los triángulos. Aśı mismo, se consideran defectos lineales en la dirección horizontal
omitiendo una o dos ĺıneas de triángulos, de este sistema resulta la aparición de modos guia-
dos. Por último, se analiza el comportamiento de la estructura de bandas en función de la
temperatura y la presión hidrostática, observándose en ambos casos que el cambio de éstas
variables genera un corrimiento en la estructura de bandas que preserva el ancho del bandgap.
Palabras clave: Cristales fotónicos, Estructura de Bandas, Banda Prohibida, Microca-
vidad, Gúıa de Onda.
Abstract
In the present work we study the band structure of photonic crystals with triangular scatte-
rers embedded on hexagonal and honeycomb lattices. Firstly, a studying of a regular photonic
crystal on a honeycomb lattice is proposed, in this, we find the optimal parameters to ma-
ximize the absolute photonic bandgap and establish a specific configuration in which the
photonic bandgaps are ∆ω = 0,08632πc
a
for TM polarization and ∆ω = 0,10062πc
a
for TE
polarization. Next, we consider the studying of a star defect inside the photonic crystal, this
defect produce the emergence of defect modes. Specially, we highlight the defec mode in TM
polarization, it stay invariant for any angular orientation of triangles. After that, two kind of
linear defect are considered by missing one or two horizontal lines of triangles, these defects
produce guided modes. Finally, we analyze the effect of temperature and hydrostatic pres-
sure and we find that these thermodinamic variables produce a shift on the band structure
that preserve the photonic bandgap width.
Keywords: Photonic Crystals, Bands Structure, Band Gap, Microcavity, Waveguide
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cialmente confinado asociado al defecto L1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
3-20.Perfiles de intensidad del campo eléctrico en para el segundo modo TM par-
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3-25.Parámetros geométricos y composición de la estructura de cristal fotónico
circular y triangular en una red hexagonal. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
3-26.Estructura de bandas para ∆T igual a 0K, 200K y 400K para barras cir-
culares (a) y barras triangulares (b). Considerando a temperatura 0K que
n0 = 11,09, R0 = 0,2a y L0 = 0,2a. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
3-27.Estructura de bandas polariazción TM para un defecto H1 en un cristal regular
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3.4. Efectos termodinámicos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
3.4.1. Efectos de la temperatura . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
3.4.2. Efectos de la presión . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
Contenido 1
4. Conclusiones y perspectivas 53
A. Anexo A: Red tipo panal y red hexagonal 56
B. Anexo: Transformada de Fourier 59
B.1. Transformada de Fourier para funciones escalón . . . . . . . . . . . . . . . . 59
B.2. Traslaciones y rotaciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
B.3. Supercelda: método de superposición . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
Bibliograf́ıa 65
1. Introducción
Los Cristales Fotónicos (CFs) son heteroestructuras construidas a partir de arreglos periódi-
cos de materiales con diferentes ı́ndices de refracción, estos pueden ser monodimensionales,
bidimensionales o tridimensionales según la dirección de su periodicidad .
Figura 1-1.: Tipos de cristales fotónicos según sus direcciones de periodicidad. Imagen to-
mada de [Joannopoulos et al., 2011].
En sus inicios estas heteroestructuras fueron propuestas, por S. John [John, 1987] y E. Ya-
blonovitch [Yablonovitch, 1987], como medios propicios para producir lo que se conoce como
efecto Purcell, esto debido a la brecha de enerǵıa que presentan este tipo de heteroestructuras.
El efecto Purcell consiste en la posibilidad de aumentar o disminuir la emisión espontánea de
un medio activo, esto por medio de manipulación de la densidad de estados del campo electro-
magnético en el entorno que rodea al medio activo. Esto hace posible idear sistemas que per-
mitan el control de la interacción radiación materia, haciendo posible la creación de microca-
vidades con este tipo de heteroestructuras [Vinck-Posada et al., 2009, Cárdenas et al., 2011];
ésta es una de las aplicaciones más destacadas de un cristal fotónico y uno de los temas de
trabajo en las fronteras de la f́ısica enfocadas a la creación de dispositivos que permitan la
computación cuántica, aśı como la realización de condensados de Bose-Einstein de polarito-
nes y láseres, entre otros.
Desde 1987, cuando los CFs fueron propuestos, estos han mostrado excepcionales propieda-
des que hacen posible una variedad de fenómenos interesantes con aplicaciones en un amplio
campo de la ciencia y la tecnoloǵıa [Krauss, 2002, Frazão et al., 2008, Wiesmann et al., 2009,
Vigneron y Simonis, 2012, Zheng, 2018]. Los CFs permiten controlar el flujo de luz haciendo
posible la fabricación de dispositivos relacionados al transporte y procesamiento de informa-
ción por medio de la luz tanto de manera clásica como cuántica, por ejemplo como sucede
con sensores, gúıas de onda, cavidades y láseres fabricados con base a estos materiales.
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La razón que hace posible estas aplicaciones es la existencia de una brecha de frecuencias
prohibidas en la estructura de bandas del cristal, más conocida como Photonic bandgap
(PBG), lo que significa que las ondas electromagnéticas con frecuencia en el rango de di-
cha brecha no están permitidas al interior de la heteroestructura [Joannopoulos et al., 2011,
Yablonovitch, 1993, Busch y John, 1998, Hui y Johnson, 1996]. Númerosos trabajos han si-
do realizados con la intención de estudiar y optimizar el tamaño del PBG y, hoy en d́ıa,
continuan llevándose a cabo estudios en el diseño y fabricación de estos materiales de tal
manera que se optimice la forma de controlar la luz y la interacción de ésta con la materia.
En la búsqueda de grandes PBGs se ha propuesto una variedad de estructuras cristal fotóni-
cas, entre estos destacan trabajos que han estudiado el comportamiento del PBG en fun-
ción de las propiedades geométricas del CF, ejemplos de estructuras t́ıpicas bidimensionales
en estos trabajos son geometŕıas triangulares, hexagonales, eĺıpticas, esféricas y rectangu-
lares [Wang et al., 2001, Kuang et al., 2005, Navarro-Barón et al., 2014, Zhou et al., 2003];
aśı mismo otros trabajos han estudiado el PBG como función del contraste entre los ı́ndices
de refracción de los materiales que componen el CF, en esta dirección se han propues-
tos grandes contrastes de ı́ndice de refracción, materiales anisotrópicos y combinaciones
de más de dos tipos de materiales [Qiu y He, 1999, Li et al., 1998, Agio y Andreani, 2000,
Kurt y Citrin, 2006]. Adicionalmente, en cristales bidimensionales ha sido mostrado que la
simetŕıa de la red y las propiedades geométricas de los dispersores afectan el PBG; particu-
larmente, dada una simetŕıa de la red, el PBG más largo es alcanzado con dispersores que
posean esta misma simetŕıa [Wang et al., 2001, Kuang et al., 2005]. Uno de estos casos es el
estudiado por Kuang et. al. [Kuang et al., 2005], quien ha encontrado el PBG más largo en
una red tipo panal por medio del uso de barras dieléctricas triangulares inmersas en aire.
A continuación, serán descritos algunos de los trabajos más actuales y de fuerte impac-
to en la ciencia relacionados con los CFs. Es posible entonces iniciar discutiendo el uso
de cristales fotónicos en la construcción de microcavidades, en esta v́ıa se ha propuesto
el diseño de CFs en forma de losas con un grosor considerable y un patrón bidimensio-
nal al interior en las otras dos dimensiones, los cuales son conocidos como slab de CF
[Andreani y Gerace, 2006]. Un slab de CF combina dos formas de confinar la luz, en la
dirección transversal se comporta como una gúıa de onda plana que confina la luz por
medio del mecanismo de reflexión total interna, mientras que en las otras dos direccio-
nes la forma de controlar el flujo de luz es por medio de los patrones periódicos. Por
medio de la inclusión de defectos lineales o puntuales en la periodicidad de estas hetero-
estructuras es posible confinar la luz en dos y tres dimensiones haciendo posible la crea-
ción de gúıas de onda y cavidades [Andreani et al., 2004, Gerace y Andreani, 2005]. Dos
aspectos importantes en el diseño y construcción de microcavidades y gúıas de onda ba-
sadas en estructuras cristal fotónicas son el factor de calidad y el volumen modal, as-
pectos ampliamente atacados que han llevado a toda un ĺınea de trabajo. Con el fin de
optimizar y estudiar el factor de calidad y el volumen modal se han propuesto diferen-
tes trabajos, entre los cuales se destacan la optimización de cavidades H1, H2, L2 y L3
4 1 Introducción
[Tandaechanurat et al., 2008, Tang et al., 2005, Liu et al., 2015] la introducción de los efec-
tos del desorden en la periodicidad [Vasco y Hughes, 2018, Minkov y Savona, 2013]. Estos
estudios han permitido alcanzar factores de calidad del orden de 104 y volumenes modales de
∼ 2(λ/n)3, lo cual hace que estos sistemas sean propicios para la fabricación de microcavi-
dades acopladas a puntos cuánticos [Kaganskiy et al., 2018, Ota et al., 2018]. Estos alcances
son de gran importancia ya que estos sistemas de microcavidad-punto cuántico son una de
las propuestas para la implementación de la computación cuántica, aśı mismo hace posible
otras aplicaciones en el campo de la óptica cuántica como la fabricación de fuentes de un
solo fotón. A pesar de los avances, que han sido generados en estos tipos de sistemas queda
aún mucho por mejorar lo cual deja este campo de las microcavidades cristal fotónicas como





Figura 1-2.: Iridiscencia en el escarabajo joya (Euchroma Gigantea). (a) Muestra el exoes-
queleto del escarabajo, en especial el elitro (izquierda) y los esternitos (dere-
cha). (b) Imágenes SEM de la estructura transversal encontrada en el elitro
(izquierda) y el esternito (derecha).
Otro objeto de estudio de esta área de la f́ısica está relacionado con la presencia de este
tipo de heteroestructuras en sistemas biológicos. En este tipo de sistemas las estructuras
de CF dan origen a un mecanismo de generación de color, conocido como color estruc-
tural [Vigneron y Simonis, 2012]. Esta forma de generar color permite la aparición del fe-
nomeno de iridiscencia en diferentes especies biológicas de mariposas, libélulas, escaraba-
jos y aves, entre otras [Sharma et al., 2009, Srinivasarao y Feathers, 1999, Liu et al., 2009,
Vigneron y Simonis, 2012, Jewell et al., 2007, Stavenga et al., 2011] . Un ejemplo de esto
es mostrado en la figura 1-2(a), que muestra el colorido exoesqueleto del escarabajo joya
(Euchroma Gigantea) una especie endémica de Colombia, en la figura 1-2(b) se muestran
imágenes SEM de un corte transversal del elitro (izquierda) y el esternito (derecha) mos-
trando una estructura cuasi-peŕıodica en una dimensión a la cual se le atribuye el origen de
los colores de esta especie. Aśı mismo, recientes estudios han mostrado que este mecanismo
combinado con el mecanismo de color por pigmentación es lo que hace posible el cambio de
color en los camaleones [Teyssier et al., 2015].
Por otro lado, recientes art́ıculos han mostrado que los cristales fotónicos son sensibles a
propiedades termodinámicas, esto debido a que el ı́ndice de refracción y los tamaños t́ıpi-
cos de las estructuras pueden cambiar en función de variables termodinámicas, como se
muestra en los trabajos de Segovia-Chaves et. al. [Segovia-Chaves y Vinck-Posada, 2018a,
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Segovia-Chaves y Vinck-Posada, 2018b]. En estos trabajos ha sido mostrado que la permi-
tividad eléctrica depende de la presión hidrostática y de la temperatura a la cuál se somete
un material; además es mostrado que estos cambios en la propiedades f́ısicas produce un
cambio en la respuesta de la heteroestructura lo cual genera consecuencias en su estructura
de bandas, sus espectros de transmisión y reflexión y las frecuencias t́ıpicas de los modos de-
fectivos. Estos resultados hacen pensar que sea propicia la caracterización de estos sistemas
en función de las variables termodinámicas, aśı como hace pensar que estás variables termo-
dinámicas puedan servir como parámetros de control que permitan cambiar las frecuencias
de respuestas t́ıpicas de los sistemas cristal fotónicos. De manera inversa, es posible pensar
que esta dependencia con la presión y la temperatura permita aplicaciones de los cristales
fotónicos en sensores de temperatura y presión.
Teniendo en cuenta las interesantes aplicaciones que tienen los cristales fotónicos es justo
decir que el estudio de las propiedades fundamentales de los CFs es propicio para la opti-
mización y desarrollo de aplicaciones tecnológicas y cient́ıficas. En vista de esto, la presente
tesis hace un estudio de la estructura de bandas de un cristal fotónico con una estructura
como la descrita en la figura 1-3(a) encontrando las condiciones que presentan un PBG




Figura 1-3.: Heteroestructuras estudiadas en el presente proyecto. a) Cristal regular de
barras triangulares en una red tipo panal. b) Cristal con defecto puntual tipo
estrella. c) Defecto lineal omitiendo una ĺınea de barras triangulares. d) Defecto
lineal omitiendo dos ĺıneas de barras triangulares.e) Cristal regular en una red
hexagonal. f) Cristal con defecto H1 en una red hexagonal
Se estudia una estructura de cristal fotónico bidimensional de barras triángulares organizadas
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peŕıodicamente en una red tipo panal. Describiendo las propiedades de la estructura de
bandas para un cristal regular, encontrando las condiciones óptimas que maximicen el PBG.
En base a estas condiciones se propone la inclusión de defectos puntuales y lineales, y se
estudian los modos que aparecen debido a estos defectos, analizando su posible aplicación en
sistemas de microcavidades y gúıas de onda. El defecto puntual que se considerará en este
problema es un defecto tipo estrella que considera la omisión de cuatro barras triangulares
en el cristal fotónico. En cuanto a los defectos lineales, se pretende estudiar dos tipos, uno
que omite una ĺınea de barras triangulares y otro que omite dos ĺıneas consecutivas de barras
triangulares, como se puede observar en la figura 1-3.
Una breve descripción del contenido de este documento es la siguiente: En el Caṕıtulo 2, se
encuentra el marco teórico donde se describen las herramientas y propiedades fundamentales
de los sistemas de cristal fotónico, se abordan dos temas principales que son la descripción
de las ondas electromagnéticas por medio de la electrodinámica clásica y los conceptos fun-
damentales heredados del estado sólido relevantes para el estudio de sistemas periódicos.
Finalizando este caṕıtulo se realiza una descripción del método de expansión en ondas pla-
nas (PWE, siglas en inglés). En el Caṕıtulo 3 se presentan los resultados obtenidos en el
estudio de la estructura de bandas y modos para las diferentes heteroestructuras: sección 3.1,
cristal regular; sección 3.2, defecto puntual tipo estrella; sección 3.3, defectos lineales; sección
3.4, efectos termodinámicos. Finalmente, en el Caṕıtulo 4, se realiza una retroalimentación
de los resultados encontrados y por medio de ésta se obtienen las conclusiones derivadas del
trabajo y las posibles perspectivas que pueda tener éste.
2. Marco teórico
Los cristales fotónicos son el producto de mezclar dos campos exitosos de la f́ısica, la elec-
trodinámica y el estado sólido. La periodicidad de estos materiales hace posible tener una
analoǵıa entre el comportamiento de los electrones en un sólido cristalino y el comportamien-
to de los fotones en un medio con ı́ndice de refracción periódico. Por tanto, la descripción
de un cristal fotónico tiene dos aspectos importantes por una lado hereda todas las propie-
dades geométricas y de simetŕıa que tienen las redes de Bravais en un cristal y por otro
lado tienen una naturaleza ondulatoria descrita por las ecuaciones de onda para campos
electromagnéticos.
En este caṕıtulo se describirán los conceptos relevantes asociados al estado sólido y a la
descripción de ondas electromagnéticas, y se verá cómo estás dos disciplinas se juntan para
dar descripción a medios materiales periódicos como los CFs.
2.1. Teoŕıa de cristales
Como se discutió en el caṕıtulo anterior, las interesantes propiedades de los materiales en los
que estamos interesados surgen de su periodicidad infinita y es por esto que son llamados
cristales.
Un cristal ideal es construido por una infinita repetición de una unidad estructural, en el
caso de estado sólido estas unidades son hechas de átomos o moléculas, mientras que en el
caso de un cristal fotónico lo que tenemos es una repetición de un arreglo de dos o más me-
dios con diferente respuesta a campos electromagnéticos, es decir, diferentes permitividades
eléctricas y/o permeabilidades magnéticas. Matemáticamente estos son descritos por una red
de puntos y a cada punto es asociado la unidad estructural la cual llamaremos en adelante
base [Kittel, 2004].
En esta sección serán revisados algunos conceptos y aspectos relacionados con el concepto
de red de Bravais y su relación con los cristales.
2.1.1. Red de Bravais
Un concepto fundamental para describir un cristal es una red de Bravais, ésta contiene la
información sobre las simetŕıas de translación discreta, es decir, sobre los peŕıodos y las
direcciones de periodicidad que tendra nuestro cristal. Según [Ashcroft y Mermin, 1976] hay
dos definiciones de red de Bravais, éstas son:
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(a) Una red de Bravais es un arreglo infinito de puntos discretos con una disposición y
orientación que parece exactamente la misma, vista desde cualquier punto del arreglo.
(b) Una red de Bravais (en tres dimensiones) consiste en el conjunto de todos los puntos
con vector de posición de la forma:
R = n1a1 + n2a2 + n3a3 (2-1)
Donde, los vectores ai son vectores linealmente independientes y los coeficientes ni son
enteros. Por tanto, cada punto de la red resulta de moverse ni veces la longitud |ai| en
dirección ai con i = 1, 2 y 3.
Los vectores ai de la definición (b) son llamados los vectores primitivos de la red y estos
generan la red.
Las dos definiciones anteriores son equivalentes, es decir, un arreglo que satiface (b) también
satisface (a). Y no tan fácil de ver se tiene también su rećıproco, es decir, un arreglo que
satiface (a) satisface también (b).
Figura 2-1.: Red de Bravais general en dos dimensiones. Se muestran los vectores primitivos
a1 y a2, donde todos los puntos de la red son combinaciones lineales de estos
vectores con coeficientes enteros, como ejemplo: P = a1+2a2 y Q = −a1+a2.
En la figura 2-1 mostramos un ejemplo de una red de Bravais en dos dimesiones, en ésta
se evidencia el cumplimiento de las dos definiciones pro-puestas anteriormente. Es necesario
mencionar que en el caso bidimensional no se tiene tres vectores primitivos sino dos, es decir,
R = n1a1 + n2a2.
Es necesario aclarar que para una red de Bravais dada no hay un único conjunto de vectores
primitivos sino por el contrario hay infinitas opciones no equivalentes, como se muestra en
la figura 2-2.
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Figura 2-2.: Red de Bravais bidimensional con diferentes pares de vectores primitivos.
2.1.2. Celda unitaria
Un volumen (3D) o un área (2D) que, cuando es trasladada a todos los vectores en una red
de Bravais, se superpone sin sobreponerse ni dejar huecos es conocida como celda unitaria
primitiva, el adjetivo de unitaria se debe a que su volumen o área es el mı́nimo posible y por
tanto contiene en total sólo una base, más adelante veremos que es posible escoger celdas
más grandes que contiene más de una base para reproducir el cristal. All interior de este
volumen o área se definen y estudian las propiedades f́ısicas del cristal, en el caso de los
cristales fotónicos al interior de la celda unitaria se describe el comportamiento de la permi-
tividad eléctrica y permeabilidad magnética, los campos electromagnéticos y la densidad de
enerǵıa. El comportamiento de estas cantidades o propiedades f́ısicas en todo el cristal será
consecuencia de la translación de la celda unitaria a todos los puntos de la red.
Figura 2-3.: Celdas unitarias a partir de los vectores primitivos para una red de Bravais
bidimensional.
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Al igual que los vectores primitivos hay infinitas opciones de escoger la celda unitaria primi-
tiva para una red de Bravais espećıfica. Una forma de escoger esta es definirla a partir del
paraleliṕıpedo formado por los vectores primitivos como se muestra en la figura 2-3.
De esta manera el volumen de la celda unitaria esta dada en términos de los vectores primi-
tivos por:
V = |a1 · (a2 × a3)| (2-2)
El caso bidimensional se puede describir como un caso tridimensional mediante un par de
vectores que me definen la periodicidad en un plano, y en la dirección normal al plano se
tiene un medio continuo, es decir, es posible asignarle cualquier periodicidad (infinitamente
periódico), en part́ıcular se le asigna como vector primitivo un vector unitario (n̂) normal al
plano de periodicidad. Con lo que se tiene que el área de la celda unitaria es:
A = |n̂ · (a1 × a2)| = |(a1 × a2)| (2-3)
Figura 2-4.: Construcción de la celda unitaria de Wigner-Seitz para una red bidimensional
general.
Otro tipo de celda unitaria se puede obtener mediante los siguientes pasos: desde un punto
de la red dibuje segmentos de recta que lo conecten con los puntos de la red más cercanos,
luego dibuje ĺıneas o planos perpendiculares a estas rectas que pasen por el punto medio de
los segmentos de recta, el área o volumen encerrados por la intercepción de éstas ĺıneas o
planos es también mı́nima y forma lo que se conoce como celda unitaria de Wigner-Seitz.
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2.1.3. Red rećıproca
En general, cuando tenemos una función f(r), definida en el espacio real, se puede pensar
en un espacio rećıproco relacionado con la transformada de Fourier de dicha función,
f(r) =
∫
d3q f(q) eiq·r (2-4)
Donde la función f(q) puede ser entendido como el coeficiente asociado al peso de una onda
plana con vector de onda q, por tanto esta función está definida en el espacio de los vectores
de onda. En part́ıcular para una función que es periódica, f(r) = f(r + R), tenemos,
f(r) =
∫
d3q f(q) eiq·r = f(r + R) =
∫
d3q f(q) eiq·(r+R) (2-5)






La ecuación 2-6 se cumple de dos posibles maneras: f(q) = 0 o eiq·R = 1, esto implica que
la expansión de la función periódica sólo tendrá contribución de los términos que cumplan
eiq·R = 1; en otro caso se debe cumplir f(q) = 0, por tanto estos términos no contribuirán
en la integral.
Aquellos vectores de onda q que cumplen eiq·R = 1, o , equivalentemente, q · R = 2πN
forman también una red de Bravais la cual es conocida como la red rećıproca, dichos vectores
son usualmente denotados por G. Entonces la transformada de Fourier de la ecuación 2-4






Ahora, teniendo una red de Bravais con vectores de red R se quiere encontrar todo el conjunto
de vectores G que cumple la relación G ·R = 2πN . Dado que los vectores G también forman
una red de Bravais, podemos escribir estos en términos de una base de vectores primitivos,
es decir,
G = m1b1 +m2b2 +m3b3, (2-8)
Y recordando que R es un vector de la red de Bravais y por tanto puede ser expresado en
términos de los vectores primitivos de la red como R = n1a1 + n2a2 + n3a3; se tiene que el
producto G ·R se puede expresar como:
G ·R = (n1a1 + n2a2 + n3a3) · (m1b1 +m2b2 +m3b3) = 2πN (2-9)
Es fácil ver que la ecuación 2-9 se cumple para cualquier grupo de coeficiente {ni,mj} si
escogemos que los vectores {bj} y {ai} cumplan:
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ai · bj = 2πδi,j (2-10)
Una forma de hacer cumplir dicha condición es usar la propiedad vectorial del triple producto
escalar, x · (x× y) = 0, para definir los vectores {bj} como:
bi = 2π
aj × ak
ai · (aj × ak)
(2-11)
Para el caso bidimensional esto queda escrito como:
bi = 2π
aj × n̂
|ai × aj |
(2-12)
2.1.4. Zona de Brillouin
En analoǵıa con la red de Bravais en el espacio real, la red rećıproca también tiene una
celda unitaria, ésta es de suma importancia para la solución de nuestro problema, ya que
las propiedades y magnitudes f́ısicas en el espacio rećıproco heredan las propiedades de
periodicidad del espacio real, como se describirá a continuación. Si se considerán dos ondas
planas, una con vector de onda k y otra con vector de onda k + G, la diferencia entre las
fases que tiene cada onda al ir de una celda unitaria a otra corresponde a G ·R lo cual es
igual a 2πN , es decir, no hay realmente una diferencia entre las fases de estas dos ondas
planas, k y k + G. Luego, como veremos más adelante con el uso del teorema de Bloch,
esto permite reducir nuestro estudio a una región finita del espacio rećıproco, esta región
es una celda unitaria de la red rećıproca, la cual es llamada zona de Brillouin. Se puede
tener toda la información de cualquier campo en el cristal considerando sólo vectores de
onda pertenecientes a la zona de Brillouin, ya que cualquier otro vector de onda puede ser
descrito por algún vector de onda k en la zona de Brillouin más un vector de la red rećıproca
G, que como ya vimos arriba introduce sólo un desface de 2πN , una idea gráfica de está
situación es mostrada por la figura 2-5. Para hacer el estudio de las propiedades f́ısicas del
sistema en el espacio rećıproco es usual escoger los vectores k al interior de la celda unitaria
de Wigner-Seitz que contenga al vector de onda k = 0, esta celda se conoce como Primera
Zona de Brillouin.
Consideremos un campo electromagnético que se propaga con una frecuencia ω(k)1 dentro
del cristal, es posible mostrar que siempre que un cristal tenga simetŕıa de rotación, reflexión
y/o inversión, entonces la frecuencia de oscilacion, ω(k), tendra también estas simetŕıas. La
colección de estas operaciones de simetŕıas es conocido como el grupo de puntos del cristal
[Joannopoulos et al., 2011]. Teniendo esto en cuenta, no es necesario considerar todos los
vectores de onda en la primera zona de Brillouin, sino que es suficiente tener en cuenta sólo
una región de la primera zona de Brillouin donde los ω(k) no estan relacionados por alguna
1posteriormente se abordará con más detalle dicha frecuencia y su dependencia con el vector de onda
2.2 Electromagnetismo en materiales dieléctricos 13
Figura 2-5.: Caracterización de la zona de Brillouin. Un vector de onda k′ puede ser expre-
sado como otro vector de onda k más un vector de la red rećıproca, donde se
ha escogido el punto A como origen [Joannopoulos et al., 2011].
de las simetŕıas del cristal, esta región es conocida como zona irreducible de Brillouin, los
demás puntos de la primera zona de Brillouin estarán conectados con algún punto de la zona
irreducible de Brillouin por alguna de las simetŕıas (rotación, reflexión o inversión).
Para ver una ilustración particular de los temas tratados en esta sección se puede ver el
anexo A, donde se muestran las diferentes caracteŕısticas de la red tipo panal, que es la red
asociada a la estructura cristal fotónica estudiada en esta tesis.
2.2. Electromagnetismo en materiales dieléctricos
Con el fin de estudiar la propagación de la luz en los cristales fotónicos, en esta sección, se
abordarán las ecuaciones de Maxwell para medios dieléctricos. Posteriormente, veremos como
es el comportamiento de estas ecuaciones en el caso en que hay más de un medio dieléctrico y
más aún cuando estos medios son peŕıodicos. La ecuaciones de Maxwell conducirán a expresar
la propagación de campos electromagnéticos por medio de la ecuación de Helmholtz y de esta
manera será posible expresar dicha ecuación en términos de un operador hermı́tico, lo cual
llevará a una analoǵıa con la ecuación de Schrödinger y permitirá usar algunos resultados
conocidos de la mecánica cuántica y del estados sólido.
2.2.1. Ecuaciones de Maxwell en medios materiales
El electromagnetismo a nivel macroscópico, y en part́ıcular la propagación de la luz, es
governado por las 4 ecuaciones de Maxwell, que escribiremos en el sistema internacional (SI)
de unidades como:
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∇ ·D = ρ (2-13)




∇×H = J + ∂D
∂t
(2-16)
Donde, E es el campo eléctrico, H es el campo magnético; D y B son los campos de
desplazamiento e inducción magnética respectivemente, los cuales se relacionan con H y E
por medio de la permitividad eléctrica, ε, y la permeabilidad magnética, µ, como se describe
en las ecuaciones 2-17 y 2-18, ρ y J son la densidades de carga y corriente libres, las cuales
serán consideradas nulas, es decir, se abordan medios sin fuentes. Para ver detalles de la
deducción de las ecuaciones de Maxwell para medios a partir de un desarrollo microscópico
se sugiere consultar [Jackson, 1999].
D = εE (2-17)
B = µH (2-18)
En este trabajo se consideran arreglos de materiales que no vaŕıan su estructura con el
tiempo, es decir, las permitividades y permeabilidades son funciones soló de la posición. En
la forma más general, la permitividad es modelada como un tensor como se muestra en las
ecuaciones 2-17 y 2-18; y más aún cuando la intensidad de los campos es lo suficientemente
grande es necesario considerar efectos no lineales, es decir, donde la relación entre D y E es
de orden dos o superior. Sin embargo, en este trabajo se tienen las siguiente consideraciones:
Se excluyen materiales magnéticos, es decir, todos los materiales estudiados tendrán
permeabilidad igual a la del vaćıo, es decir:
µ = µ0 = 4π × 10−7 NA−2
La intensidad de los campos será lo suficientemente pequeña para considerar un régimen
lineal.
Se asumen materiales macroscópicos e isotrópicos esto significa que la relación entre
D y E está dada por la permitividad del vaćıo, ε0 = 8,854× 10−12Fm−1, multiplicada
por una función dieléctrica escalar, εr(r, ω), esto es:
D = ε0εr(r, ω)E, equivalentemente: ε = ε0εr(r, ω)
La función dieléctrica es también llamada permitividad relativa, ya que es el cociente
entre la permitividad de un material y la permitidad del vaćıo.
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Se ignora la dependencia con la frecuencia de la respuesta del material, es decir, de
la permitividad relativa. Para ello se debe tener en cuenta que el interés es sobre
una región espećıfica del espectro electromagnético, y se debe considerar que en esta
región la permitividad es aproximadamente constante con respecto a la frecuencia,
posteriormente tomar como valor representativo de la permitividad un valor medio de
los diferentes valores que ésta toma en la región de interés del espectro.
Por último, se considerán materiales transparentes, es decir, que la permitividad es
real y positiva.
Con estas consideraciones se tiene D = ε0εr(r)E, y B = µ0H . Por tanto, las ecuaciones de
Maxwell quedan escritas de la siguiente manera:
∇ · [εr(r)E(r, t)] = 0 (2-19)
∇ ·H(r, t) = 0 (2-20)








Por medio de separación de variables es posible describir la dependencia temporal de los
campos E y H de manera armónica en el tiempo, teniendo en cuenta que cualquier solución
a estos campos puede ser escrita en términos de superposición de estos armónicos, como es
sabido del análisis de Fourier. Ahora bien, como es usual, estos armónicos que son funciones
sinusoidales son reemplazadas por exponenciales complejas, recordando al final tomar la
parte real para obtener los campos f́ısicos. Entonces, se puede escribir la solución como un
patrón espacial multiplicado por una exponencial compleja,
E(r, t) = E(r)e−iωt (2-23)
H(r, t) = H(r)e−iωt (2-24)
Las ecuaciones de Maxwell quedan escritas como:
∇ · [εr(r)E(r, t)] = 0 (2-25)
∇ ·H(r, t) = 0 (2-26)
∇×E(r) = iωµ0H(r) (2-27)
∇×H(r) = −iωε0εr(r)E(r) (2-28)
Las ecuaciones 2-25 y 2-26 nos indican que no tenemos fuentes y adicionalmente como con-
secuencia de esto que los campos corresponden a ondas transversales. Para desacoplar las
ecuaciones 2-27 y 2-28 se toma rotacional en cada una de ellas tal que tenemos:
16 2 Marco teórico








Reemplazando 2-27 y 2-28 en 2-29 y 2-30 respectivamente tenemos:
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ε(r)














Donde se ha usado el hecho de que c2 = 1
ε0µ0
. Las soluciones a cualquiera de estas ecuaciones
son solución a los campos electromagnéticos dentro del material. Dependiendo de que ecua-
ción se decida resolver se encontrará alguno de los campos ya sea H(r) o E(r) y a partir
de alguno de ellos se puede hallar el otro despejando de las ecuaciones 2-27 y 2-28, aśı:







La ecuaciones 2-31 y 2-32 son ecuaciones de un problema de autovalores generalizado donde
el autovalor corresponde a ω
2
c2
, y debido a esto se pueden usar propiedades interesantes bien
conocidas en mecánica cuántica, en especial para la ecuación 2-32 cuyo operador asociado
es un operador hermı́tico. En lo que sigue, se abordarán algunas de estas propiedades.
La descripción del campo magnético en medios materiales es una ecuación diferencial para
H(r). Esta ecuación consiste en una serie de operaciones sobre la función H(r) que, si el
campo magnético es una campo permitido, entonces estas operaciones sobre H(r) resultan
ser la misma función multiplicada por una constante (ω
2
c2
). Ecuaciones de este tipo son ame-
nudo encontradas en la f́ısica matemática, y son conocidas como problema de autovalores.
Y las funciones que cumple esta ecuación son llamadas autofunciones o autovectores tam-










Donde se han definido los operadores Θ̂ y L̂E como el operador de campo magnético y el
operador de campo eléctrico respectivamente, y vienen dados por:











∇× [∇× ] (2-38)
Se ha hecho diferencia en el operador de campo magnético, conocido como operador de
Maxwell, ya que éste tiene la caracteŕıstica de ser hermı́tico, mientras que el operador L̂E
no lo es, aunque como veremos más adelante es posible reescribir la ecuación 2-31 para que
esta quede escrita en términos de un operador hermı́tico.
Ambos operadores tiene la interesante y ventajosa propiedad de ser operadores lineales. Lo
cual implica que una combinación lineal de soluciones es también una solución, esto es, si
H1 y H2 son soluciones de 2-36 con la misma frecuencia entonces AH1 + BH2 cumple
también la ecuación. Por ejemplo, una forma de escoger las costantes en la combinación
lineal será A = 2 y B = 0, lo cual indica que es posible generar un modo del campo a partir
de multiplicar uno ya dado por alguna constante arbitraria, por ello en adelante se considera
que este tipo de automodos, que difieren sólo por una constate, corresponde al mismo modo.
Para quitar esta ambigüedad, se tiene en cuenta el criterio de normalización basado en el
producto interno definido como es usual para funciones, esto es, si tiene un modo H ′(r) cuyo
producto interno es diferente de uno, es posible derivar otro H(r) con producto interno igual









En la mecánica cuántica son bastante usados los operadores hermı́ticos aprovechando que
tienen las siguientes propiedades: autovalores reales, autovectores ortogonales, los autovec-
tores pueden ser obtenidos por principios variacionales y pueden ser clasificados por sus
simetŕıas. Los autovectores forman una base completa en el espacio de funciones asociado, lo
cual implica que con el conjunto de todos estos modos es posible describir cualquier campo
electromagnético.
A continuación, se mostrará que el operador Θ̂ es hermı́tico, para ellos basta probar que:
〈Θ̂F (r);G(r)〉 = 〈F (r); Θ̂G(r)〉 (2-40)
Para ello, se parte de la definición del producto interno y se usará la siguiente identidad
vectorial
∇ · (A×B) = (∇×A) ·B −A · (∇×B)
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Con lo cual tenemos:
〈F (r); Θ̂G(r)〉 =
∫
















































Donde, usando el teorema de la divergencia la integrales con divergencias son reemplazadas
por integrales sobre la superficie de frontera del sistema. En los sistemas de interes estas
integrales en la frontera serán nulas, ya que estos sistemas son de dos tipos: infinitos o
periódicos; si son infinitos, los campos decaen a cero en infinito y por tanto la integral de
superficie es nula y si son periódicos, la condición de periodicidad indica que habrán dos
superficies iguales pero con caras opuestas donde los campos valen los mismo, lo cual anula
también la integral. De tal forma que queda:








·G(r)d3r = 〈Θ̂F (r);G(r)〉 (2-44)
Con esto queda demostrado la hermiticidad de este operador. En [Joannopoulos et al., 2011]
se encuentran más detalles de las ventajas y propiedades de este operador y su hermiticidad.
Por el contrario, el operador L̂E no tiene esta propiedad y como una de las principales con-
secuencias de esto es que sus autovectores no son ortogonales, de hecho es posible encontrar
autovectores que son linealmente dependientes entre ellos. A continuación se discutirán las
ventajas de trabajar con el operador de campo magnético y como escribir la ecuación para
el campo eléctrico de tal forma que este pueda ser descrito por un operador hermı́tico.
La forma en que esta escrita la ecuación 2-31 que describe el comportamiento del campo
eléctrico no está en su forma hermı́tica, una manera de convertirla a una forma hermı́tica





De esta forma se obtiene un problema de autovalores generalizado, ya que tenemos opera-
dores a ambos lados de la ecuación, a la izquierda está ∇×∇× y a la derecha εr(r) y cada
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uno de estos operadores es hermı́tico. De esta manera es posible usar teoremas análogos a
los correspondientes para el operador de campo magnético, y demostrar algunas propieda-
des interesantes. En part́ıcular, dos de ellas son: que sus autovalores son reales y que dos
soluciones E1 y E2 que satisfacen la ecuación con diferentes autovalores, son ortogonales, si





Donde, la función de peso es εr(r). Sin embargo, el problema para el campo eléctrico tie-
ne la ligadura de transversalidad ∇ · (εrE) que es indeseable computacionalmente por su
dependencia con la permitividad.
Una forma de quitarnos esta ligadura, es considerar el campo de desplazamiento en lugar



















Con esta ecuación es posible solucionar también los campos en los materiales, pero es menos
directo ya que implica la multiplicación tres veces por 1
εr(r)
, lo cual no la hace ventajosa
en comparación con una sola multiplicación en la formulaciones para campo eléctrico y
magnético. Por estas razones resulta ventajoso resolver la ecuación para el campo magnético,
sin embargo, más adelante veremos que hay casos donde es más favorable resolver el campo
eléctrico.
2.2.2. Escalabilidad de las ecuaciones de Maxwell
Las ecuaciones de Maxwell para medios tiene la interesante propiedad de no tener una lon-
gitud de escala fundamental, excepto el hecho de considerar el medio como un material
macroscópico. A diferencia de los sistemas atómicos, donde la escala espacial de los poten-
ciales son del orden del radio de Born; lo cual produce que configuraciones de materiales que
difieren sólo por sus escala espacial tenga propiedades f́ısica diferentes. Para las ecuaciones de
Maxwell en medios y en especial para cristales fotónicos no exiten constantes fundamentales
de escala, lo cual hace que las ecuaciones 2-31 y 2-32 sean invariantes bajo cambios de escala.
Esto conlleva a semejanzas y relaciones entre sistemas que difieren sólo por una dilatación o
contracción.
A continuación se demostrará esta invarianza, para ello se debe considerar un modo electro-
magnético H con frecuencia ω para un medio con función dieléctrica εr(r), entonces:











Ahora, se considera un nuevo medio con permitividad ε′r(r) que sea una expansión o com-
presión del εr(r), i.e., ε
′
r(r) = εr(r/s). Si se hace un cambio de variable, r
′ = sr, se obtiene






































Esto es, de nuevo la ecuación 2-48 pero con un campo H ′(r′) = H(r′/s) y una frecuencia
ω′ = ω/s, lo cual implica que al expandir o comprimir la permitividad, el efecto sobre los
modos y las frecuencias es también un rescalamiento de estos, es decir, basta con solucionar
el problema en una longitud de escala para determinar las soluciones en otras longitudes de
escala. Por ello es usual trabajar el autovalor en términos de una longitud de escala, la cual,
para el caso de cristales fotónicos será dada por el parámetro de red (a) del cristal.
Este hecho es bastante útil, debido a que normalmente el interés de los cristales fotónicos
esta en el rango de frecuencias alrededor del visible, pero los experimentos y fabricación de
los mismos a esta escala pueden ser de gran complejidad. Sin embargo, estos sistemas pueden
ser testeados en el rango de las microondas, con escalas de longitud de cent́ımetros, si es
posible encontrar materiales que tengan un contraste de permitividades similar al de interés
en el rango visible; la invarianza de escala garantiza que las propiedades electromagnéticas
sean las mismas para los sistemas en cada escala considerada.
En el caso más general, las permitividades son también escalables siempre y cuando el con-
traste entre las permitividades se mantenga constante, es decir, si se tiene un cristal hecho
de dos medios con permitividades ε1 y ε2 cualquier otra pareja de medios que tengan per-
mitividades ε′1 = ε1/σ
2 y ε′2 = ε2/σ
2 será equivalente. Para mostrar esto, se considera una
permitividad ε′r(r) = εr(r)/σ
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De aqúı es posible concluir que para este caso los modos del campo no cambian, pero su
frecuencia cambia a ω′ = ωσ2. Con esto, se concluye que es posible dejar la frecuencia
invariante si se cambian al tiempo, el contraste de permitividades y la escala de longitudes.
Esta invarianza es un caso part́ıcular de una caso general de transformaciones de coordenadas,
en [Ward y Pendry, 1996, Pendry et al., 2006] se encuentran estudios más detallados de la
invarianza de las ecuaciones de Maxwell bajo transformaciones de coordenadas.
2.2.3. Sistemas bidimensionales
A continuación se discutirá como quedan escritas las ecuaciones para los campos en casos
donde se tiene sistemas bidimensionales, esto quiere decir, que el campo se propaga en un
plano, i.e, todos los vectores de onda posibles están contenidos en el plano y los campos sólo
dependerán de la posición en el plano, es decir, de dos coordenadas; esto es posible cuando
se tiene homogeneidad en una de las direcciones cartesianas. En estos casos, es posible
considerar dos tipos de polarizaciones, las cuales forman una base para expandir cualquier
campo en cualquier dirección. Estas polarizaciones son:
Polarizacion-H o Transversal Elétrica(TE): se caracteriza por considerar sólo
campos eléctricos contenidos en el mismo plano de los vectores de onda o equivalente-
mente campos magnéticos que tiene sólo componente en la dirección normal al plano
en que estan los vectores k.
Polarización-E o Transversal Magnética(TM): este tipo de polarización contraria
a la anterior, tiene campo magnético contenido en el plano de los los vectores de onda
y componente de campo eléctrico en la dirección normal a dicho plano.
Si se considera que los vectores de onda k = kx̂ı + ky ̂ están contenidos en el plano xy,
entonces los modos de polarización están descritos como se muestra en la figura 2-6. Aśı
para cada modo se tienen las siguientes configuraciones de los campos:
Modo TM Modo TE
HTM = Hx̂ı +Hy ̂ E
TE = Ex̂ı + Ey ̂ (2-54)
ETM = Ezk̂ H
TE = Hzk̂ (2-55)
Tomando las ecuaciones 2-27 y 2-28 podemos ver que cada una de estas polarizaciones es
independiente de la otra, esto permite construir una base ortogonal para la descripción de
cualquier campo electromagnético que se propaga en el plano.
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(a) Polarización TM (b) Polarización TE
Figura 2-6.: Descripción de los campos electromagnéticos y del vector de onda para los dos
casos de polarización.








































Donde hemos considerado que no hay dependencia de los campos con la coordenada z. Como
se muestra en las ecuaciones 2-56, las componentes en el plano xy del campo magnético se
relacionan sólo con la componente en Ez del campo eléctrico, mientras que la componente
Hz del campo magnético se relaciona sólo con las componentes del campo eléctrico en el
plano xy. Por esto, es posible descomponer cualquier campo electromagnético en estos dos
modos de polarización.
Teniendo en cuenta los modos de polarización resulta ventajoso usar el hecho de que en cada
uno de estos tipos de polarización existe un campo con una sola componente, de tal forma
que escogiendo la ecuación apropiada entre 2-31 y 2-32 el problema que en principio era
vectorial, es decir, se teńıa en realidad tres ecuaciones acopladas se reduce a una ecuación
escalar. Para ello, en el caso TM es usual resolver el campo eléctrico, mientras que para el
caso TE se resuelve el campo magnético. De esta manera las ecuaciones 2-31 y 2-32 quedan
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Donde, se han usado las identidades vectoriales
∇× (A×B) = (B · ∇)A + A(∇ ·B)− (A · ∇)B −B(∇ ·A)
∇× (fA) = ∇f ×A + f∇×A
Y se expresaron los campos como: ETM = Ezẑ y H
TE = Hzẑ
Una vez hecha esta revisión será posible abordar el problema de un cristal bidimensional
donde partiremos de las ecuaciones 2-57 y 2-58 para resolver los modos del campo electro-
magnético en el cristal. Esto será discutido en la siguiente sección.
2.3. Cristales fotónicos
En esta sección se abordará el problema de una cristal fotónico bidimensional. En las pri-
meras secciones se discutirá acerca de las propiedades generales de los sistemas periódicos,
posteriormente se describirá de manera general un método númerico para la solución del
problema, además que se irán describiendo los resultados para el caso de un cristal fotónico,
los cuales se aplicarán en el siguiente caṕıtulo para la descripción de estructuras con barras
triangulares.
2.3.1. Teorema de Bloch
De manera análoga a los átomos o moléculas en los sistemas de estado sólido, los cristales
fotónicos tiene una simetŕıa de translación discreta. Esto se ve reflejado principalmente en
su función dieléctrica, la cual cumple las propiedades de periodicidad asociadas a una red
de Bravais, es decir, en los cristales fotónicos tenemos que:
εr(r) = εr(r + R) (2-59)
Donde, R es un vector de la red de Bravais asociada al cristal, es decir, cumple la ecuación
2-1.
Debido a esta simetŕıa de translación, el operador Θ̂ conmuta con los operadores de transla-
ción de los vectores R. Por lo cual, se tiene que los modos de Θ̂ son también autofunciones
del operador de translación (T̂R), estas autofunciones corresponden a ondas planas:
T̂Re
ik·r = eik·(r−R) = e−ik·Reik·r (2-60)
Donde se debe recordar que, como se discutió en la sección 2.1, no todos los vectores de onda
k tiene diferente autovalor, si no que para cada vector de onda k hay infinitos vectores de
onda de la forma k + G que tiene el mismo autovalor para el operador de translación. Los
vectores G son los vectores de la red rećıproca los cuales están definidos por la ecuación 2-8.
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Con esto, en mente, es posible escribir una autofunción como combinación lineal del conjunto













Donde, uk(r) es una función periódica, que tiene el mismo peŕıodo de la función dieléctrica,
esto es,
uk(r) = uk(r + R) (2-64)
Por lo cual los modos deben cumplir,
Hk(r + R) = e
ik·(r+R)uk(r + R) (2-65)
= eik·Reik·ruk(r) (2-66)
Hk(r + R) = e
ik·RHk(r) (2-67)
Con esto se tiene que de transladar los modos del campo un vector R es equivalente a
introducirle a estos una fase de eik·R, esto conforma las condiciones de periodicidad de los
modos del campo. Otra manera de verlo, es que las soluciones a las ecuaciones 2-31 y 2-32
son ondas planas moduladas por una función periódica. Estos modos de campo que cumplen
2-63 o equivalentemente 2-67 son conocidos como ondas de Bloch. Este nombre es tomado
del estado sólido ya que la función de onda del electrón en un cristal atómico cumple estas
mismas relaciones, las cuales fueron propuestas por el suizo Felix Bloch en el teorema que
lleva su nombre, Teorema de Bloch.
Hay diferentes demostraciones para este teorema, para el caso electrónico se pueden encontrar
demostraciones en [Kittel, 2004, Ashcroft y Mermin, 1976] y una demostración opcional para
el caso electromagnético se presenta en [Sakoda, 2005].
Una consecuencia del teorema de Bloch es que, desde un punto de vista f́ısico, los modos
para el vector de onda k son idénticos a los modos de un vector k + G, por lo cual la
función ω(k) es también periódica, tal que ω(k) = ω(k + G). Teniendo en cuenta esto, es
suficiente considerar sólo una región finita en el espacio de los vectores de onda, esta región
es la primera zona de Brillouin descrita en la sección 2.1. Cada uno de los operadores 2-37
y 2-38 tendra asociado un autoestado con vector de onda k en la primera zona de Brillouin
y con autofrecuencia ω(k) que vendrá dado, según el operador, por:
Hk,ω(r) = e
ik·ruk,ω(r) Ek,ω(r) = e
ik·rvk,ω(r) (2-68)
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2.3.2. Estructura de bandas fotónica
Introduciendo las ondas de Bloch, descritas en la sección anterior, en las ecuaciones 2-32 y
2-31 es posible deducir un problema autovalores para las funciones periódicas uk(r) y vk(r)
2,
tal como se describe a continuación.
















































∇× eik·r [(ik +∇)× vk(r)] = (2-74)
1
εr(r)
eik·r (ik +∇)× [(ik +∇)× vk(r)] = (2-75)
1
εr(r)




Donde sea ha usado al siguiente identidad:
∇× (eik·ru(r)) = ∇eik·r × u(r) + eik·r∇× u(r)
= ikeik·r × u(r) + eik·r∇× u(r)
∇× (eik·ru(r)) = eik·r(ik +∇)× u(r)
En las ecuaciones 2-72 y 2-76 se puede ver la dependencia de éstas con el vector de onda, de
alĺı que los autovalores, en este caso las autofrecuencias dependerán de que vector de onda
se tome, es decir, ω = ω(k), lo cual se conoce como relación de dispersión. Aśı mismo, las
condiciones de transversalidad escritas en términos de las funciones periódicas quedan como:
(ik +∇) · uk(r) = 0 (ik +∇) · (εr(r)vk(r)) = 0 (2-77)
2En adelante no será puesta explićıtamente la dependencia con la frecuencia, con el fin de simplificar la
escritura. Sin embargo, se debe tener claro que esta dependecia existe.
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Debido a las condiciones de periodicidad se producira una discretización de los autovalores
asociados a el problema electromagnético, por lo cual es de esperar que para las ecuaciones
2-72 y 2-76 se encuentren un conjunto infinito de autovalores los cuales se nombrarán según
su orden de menor a mayor teniendo en cuenta el ı́ndice de banda n, es decir, tendremos
infinitos ωn(k) discretamente espaciados, donde si n1 < n2 tenemos ωn1(k) < ωn2(k). A
todas estas funciones ωn(k) se les conoce con el nombre de Bandas de Enerǵıa y toda la
información contenida en éstas se le suele llamar Estructura de Bandas.
Además de la simetŕıa traslacional, según la red del cristal pueden existir también si-
metŕıas de rotación, reflexión e inversión lo cual reduce aún más la región en el espa-
cio rećıproco necesaria para tener toda la información del cristal, como se muestra en
[Joannopoulos et al., 2011]. Este conjunto mı́nimo de vectores de onda que es necesario con-
siderar es la zona irreducible de Brillouin discutida en la sección 2.1. Con esto, tenemos que
ωn(k) será una función con dominio en la zona irreducible de Brillouin; como se mostrará
más adelante para nuestro part́ıcular sistema bidimensional, para describir la estructura de
bandas se suelen considerar sólo vectores de onda que estén sobre la frontera de la zona
irreducible de Brillouin, ya que estos definen la región de frecuencias que será permitida,
es decir cualquier vector de onda al interior de la zona irreducible de Brillouin tendrá au-
tofrecuencias en los mismo rangos que los descritos por las autofrecuencias asociadas a los
vectores de onda en la frontera de la zona irreducible de Brillouin.
2.3.3. Expansión en ondas planas
En la mayoŕıa de los casos no existen soluciones anaĺıticas para un cristal fotónico, por ello
es necesario recurrir a uso de métodos numéricos para resolver el problema de autovalores.
Para ello, existe una ampĺıa gama de métodos que permiten resolver estos sistemas, algunos
de ellos son: diferencias finitas en el dominio del tiempo y en el dominio de la frecuencia
(FDTD y FDFD), método de elementos finitos, análisis en el domino espectral y método
de los momentos; en [Shumpert, 2001] se abordan algunos de estos métodos. En part́ıcular
en esta sección se abordará un método conocido como Expansión en Ondas Planas (PWE:
siglas en inglés) el cual usa las propiedades periódicas de la función dieléctrica, aśı como
de las ondas de Bloch, para hacer una expansión en series de Fourier de estas funciones.
Explicaciones y detalles del método pueden ser vistos en [Sakoda, 2005].
Para empezar se describirá el inverso de la función dieléctrica como una serie de Fourier,
usando como base de Fourier exponenciales complejas donde aparecen involucrados los vec-








Aśı mismo también se expande las funciones uk(r) y vk(r), de tal forma que los campos
quedan expresados como:













Introduciendo los campos y la función dieléctrica en las ecuaciones 2-32 y 2-31 se tiene:
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Por medio de propiedades de ortogonalidad de la base de Fourier, se tiene que al multiplicar
por la función eiG




ηG′(k + G + G































Con esto tenemos que númericamente al truncar la base de Fourier hasta un cierto número
de ondas planas N , nos queda un problema de autovalores matricial. El cual se puede escribir












Donde, los vectores {HG} y {EG} contiene los coeficientes de expansión de las funciones u
y v, es decir, estos tiene la información del modo electromagnético. Las formas generales de
las matrices MH(k;G,G
′) y ME(k;G,G
′) son deducidas en [Sakoda, 2005], en el presente
trabajo nos limitaremos al caso bidimensional donde las matrices quedan escritas para cada
caso de polarización como:
MEz(k;G,G







′) = ηG−G′(k + G






En [Ho et al., 1990, Lalanne y Morris, 1996, Shen y He, 2002] se estudia la convergencia de
este método, en [Johnson y Joannopoulos, 2001] se formula un método para acelerar la con-
vergencia y posibilitar el cálculo sólo de los autovalores de interés, no todos. Un aspec-
to para rescatar de estos es que resulta tener mejor convergencia, en función del núme-
ro de vectores de la red rećıproca tomados para la expansión, formar primero la matriz
εG−G′ asociada a la expansión de la función dieléctrica y luego invertir ésta para formar
ηG−G′ = ε
−1
G−G′ , que calcular directamente la matriz ηG−G′ a partir de la expansión de
1/εr(r) [Ho et al., 1990, Shen y He, 2002]. Una forma creativa de calcular númericamente
esta matriz es por medio del uso de la transformada rápida de Fourier (FFT) como se des-
cribe en [Guo y Albin, 2003]. Como se mencionó en la sección 2.2 el operador para el campo
magnético es hermı́tico lo cual le da ventajas sobre el operador del campo eléctrico, por esto
resulta útil conocer también la forma de la ecuación 2-88 para el caso de un modo transverso
magnético; en dicho caso la ecuación para el campo magnético queda de la siguiente forma:
∑
G′





Donde se debe considerar que HTMG es la componente del campo magnético que va en direc-
ción ẑ × (k + G), es decir, perpendicular a k + G y contenida en el plano de periodicidad.
En el siguiente caṕıtulo se usará este método para realizar cálculos de la estructura de bandas
para cristales fotónicos con geometŕıa triangular.
3. Resultados
En este caṕıtulo se usarán los conceptos y métodos abordados en los caṕıtulos anteriores
para estudiar la estructura de bandas y los modos asociados a cristales fotónicos bidimen-
sionales con geometŕıa triangular. Este tipo de geometŕıa estará asociada principalmente a
la forma del dispersor, sin embargo, está también muy relacionada con dos tipos de red, la
red hexagonal y la red tipo panal, las cuales comparten algunas de sus simetŕıas como lo son
inversión respecto a x y a y y rotación de 60o.
3.1. Cristal regular de barras triángulares
Para iniciar será estudiado un cristal regular de barras dieléctricas con sección transversal
en forma de triángulos equiláteros los cuales están caracterizados por su tamaño y su orien-
tación. Como se describe en el anexo A para formar una red tipo panal se necesitan dos
elementos en la base, en este caso se considerán como elementos dos triángulos cada uno
con una orientación rotada π rad respecto al otro, como se muestra en la figura 3-1, detalles
del cálculo de la transformada de Fourier para esta geometŕıa son mostrados en el anexo
B. En la siguiente figura se puede ver los parámetros geométricos de los triángulos (L y θ),
aśı como también los vectores de red y la distancia entre triángulos; dada la escalabilidad
discutida en la sección 2.2.2 en adelante todos los resultados serán presentados en términos
del parámetro de red a y la velocidad de la luz en el vaćıo c, sin perdida de generalidad.
Para el estudio de estos sistemas se trabajará con el método PWE estudiado en la sección
2.3.3. Por ello, es necesario primero que todo estudiar la convergencia de este método para
el cristal regular, esto dará una primera visión de la cantidad de ondas planas que se deben
usar y permitirá adoptar un criterio de convergencia general para los siguientes casos con
defectos. Para iniciar, se debe notar que la base esta formada con los vectores de la red
rećıproca que están contenidos dentro de un ćırculo de radio Gmax, de tal manera que el
aumento de este radio permitirá tener más ondas planas en la base. Para el estudio de la
convergencia se realizó el cálculo de la estructura de bandas con un Gmax fijo y se tomó el
valor máximo que toma la primera banda en cada caso de polarización, posteriormente se
toma un valor más grande de Gmax y se compara el valor de la frecuencia con el caso anterior
calculandose el porcentaje de cambio que tiene está frecuencia, esto se hace repetidas veces
aumentado cada vez más el radio Gmax. Los resultados de este estudio son presentados en la








Figura 3-1.: Cristal regular de triángulos equiláteros en una red tipo panal. Se muestran
los parámetros geométricos del cristal: lado del triángulo (L), ángulo de orien-
tación (θ), parámetro de red (a) y vectores de red (a1 y a2).
la transformada de Fourier de la función 1
εr
, la cual llamamos método directo y otra como la









Figura 3-2.: Convergencia del método de expansión en ondas planas, en términos de la
cantidad de ondas planas y del Gmax
Los resultados del estudio de convergenecia nos muestran que la convergencia es mucho mejor
para el caso de polarización TM cuando se considera el cálculo de la matriz de permitividad
por el método indirecto, esto también sucede en el caso de polarización TE aunque no en
las mismas proporciones, las convergencia para esta polarización son similares para ambos
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métodos, directo o indirecto. Adicionalmente, es claro que a partir de Gmax ≥ 50/a se tiene
una convergencia con error de ≈ 1 %, lo cual se considera un error aceptable para los fines
de este trabajo, que pretende rescatar los aspectos más fundamentales del sistema.
Una vez estudiada la convergencia se procede a realizarse un estudio de la estructura de
bandas, para ello se considera un cristal con permitivadades ε1 = 12,96 para las barras
triangulares, el cual está en el rango de valores tomados en la literatura para algunos se-
miconductores como Si o GaAS [Wang et al., 2001], y ε2 = 1,0 para el medio que rodea las
barras, lo cual corresponde a aire. La figura 3-3 muestra algunas estructuras de bandas para
diferentes parámetros geométricos del sistema.
(a) L = 0,5a y θ = 0o (b) L = 0,5a y θ = 30o
(c) L = 0,5a y θ = 45o (d) L = 0,5a y θ = 60o
Figura 3-3.: Estructura de bandas para polarización TM(Gris-Sólido) y TE(rojo-punteado).
Para diferentes parámetros geométricos
En la figura 3-3 se observa que la rotación a ángulos grandes favorece la aparición de un PBG
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completo, es decir, en ambos modos de polarización, esto se da para un tamaño de triángulo
grande. Para evidenciar este comportamiento de manera más detallada la figura 3-4 presenta
los mapas de PBG del cristal como función del tamaño y del ángulo de orientación.













(a) PBG en función de L, con θ = 60o
   

(b) PBG en función de θ, con L = 0,48a
Figura 3-4.: Mapas de PBG en función de los parámetros geométricos del cristal regular.
De estos resultados se obtiene que los parámetros óptimos donde el PBG es máximo están al-
rededor de un tamaño de L = 0,48a y un ángulo de orientación de 60o. Para estos parámetros
se tiene un ancho de PBG de ∆ω = 0,08632πc
a
para la polarización TM y ∆ω = 0,10062πc
a
,
adicionalmente las regiones del PBG para ambos caso de polarización coinciden parcialmen-
te, lo cual permite la existencia de un PBG completo. Este tipo de resultados es de gran
importancia ya que permite asegurar que ninguna onda electromagnética con frecuencia en
el rango del PBG podrá propagarse en el interior del cristal fotónico, lo cual como se verá
más adelante permitirá la creación de cavidades y gúıas de onda.
Adicionalmente es posible gráficar los perfiles de intensidad de los campos en cada caso
de polarización para un vector de onda k fijo en la zona de Brillouin. Espećıficamente la
figura 3-5 muestra los perfiles de intensidad del campo de desplazamiento eléctrico para las
bandas que están involucradas en PBG fotónico en el punto de alta simetŕıa k = K. En estás
figuras se puede observar para el primer modo TE una acumulación del campo en la región
de aire intermedia que conecta los triángulos de dieléctrico, mientras que para el siguiente
modo el campo queda acumulado al interior de dieléctrico, lo cual es de esperar teniendo en
cuenta el principio variacional como se describe en [Joannopoulos et al., 2011]. Por otro lado,
para la polarización TM, son mostrados los modos correspondientes a la segunda y tercera
autofrecuencia para k = K, en este caso los dos perfiles de intensidad se acumulan en la
región del dieléctrico, sin embargo es de notar que el modo asociado al tercer autovalor tiene
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un nodo, lo que concuerda con que éste sea un modo más energético. De estos cambios en la
concentración de los perfiles del campo es también posible explicar y dar razón al surgimiento
del PBG en cada caso de polarización, ya que la aparición de nodos y la acumulación en la
región de dieléctrico implican cambios grandes en la enerǵıa en comparación con los casos
en que los campos están en la región área (polarización TE) o no tienen nodos (polarización








































(b) Modos 2 y 3 de polarización TM.



















(a) Intensidad del campo de desplazamiento para los





















(b) Intensidad del campo de desplazamiento para el
segunod y tercer modo de polarización TM.
Figura 3-6.: Intensidad del campo de desplazamiento eléctrico para L = 0,48, θ = 60o y
k = K
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3.2. Defecto puntual tipo estrella
En esta sección se estudiará el caso de un defecto puntual muy espećıfico, éste consiste
en romper la periodicidad del cristal omitiendo cuatro triángulos que formarán un defecto
puntual, estos cuatro triángulos corresponden a un triángulo central y sus tres vecinos más
cercanos, como se muestra en la figura 3-7. Para la inclusión de este tipo de defectos se
Figura 3-7.: Defecto estrella en una red tipo panal. Las ĺıneas punteadas muestran los
triángulos asociados al defecto.
considera el método de la supercelda, este consiste en considerar una celda “unitaria”que
contenga l × l veces la celda unitaria del cristal regular y que contenga a su vez el defecto
que se quiere generar, de esta manera se suponen condiciones de frontera periódicas para
el defecto y varias capas de barras dieléctricas rodeando a este defecto; detalles sobre la
construcción de la supercelda pueden ser revisados en el anexo B. El tamaño de la supercelda
considerada debe ser lo suficientemente grande de tal manera que los defectos que se replican
queden lo suficientemente alejados y la interacción entre estos pueda despreciarse, para ello
la supercelda se diseña con un parámetro de red l × a. Esto redefine nuevos vectores de
red primitivos y aśı mismo nuevo vectores primitivos en la red rećıproca. Para este caso los
vectores en la red real y en la red rećıproca queda escritos cómo:





















De tal manera que también cambian los limites de la zona de Brillouin reducida, donde se
hace el barrido de los vectores de onda k cuando se calcula la estructura de bandas del
cristal. Aśı mismo, los vectores de la red rećıproca se vuelven más pequeños, lo cual tiene
como consecuencia la necesidad de considerar una base de ondas planas mucho más grande
que en el caso regular. Antes de continuar con los resultados de las estructuras de bandas
se realiza un estudio de la convergencia de la base en este caso, el cual es mostrado en la















































Número de Ondas Planas
(b) Convergencia en términos del número
de ondas planas
Figura 3-8.: Convergencia para los modos defectivos de un defecto estrella.
figura 3-8, en esta ocasión se ha considerado para el estudio de la convergencia el cambio
de la frecuencia de los modos defectivos a medida que aumenta el Gmax. En base a este
estudio de convergencia es posible considerar que un buen parámetro de truncamiento de
la base es dado por un Gmax ≈ 40/a lo cual es equivalente en el caso de l = 5 a cerca
de 3000 ondas planas. Adicionalmente, se debe mecionar que si se compara este resultado
con la convergencia del caso regular, es posible tomar de manera general el Gmax como un
criterio de truncamiento, sin importar el tamaño de la supercelda que se considere, lo cual
resulta más ventajoso que definir un número de ondas planas diferente para cada tamaño de
supercelda.
Para el caso del defecto tipo estrella se ha hecho un estudio del tamaño de la celda y se ha
considerado apropiado tomar una celda unitaria que contenga 7 veces el vector a1 y 7 veces
el vector a2, es decir, l = 7. Para asegurar la convergencia se ha tomado un Gmax ≈ 37/a lo
cual corresponde a 4433 ondas planas.
Con las consideraciones anteriores se estudia la estructura de bandas para dos orientaciones
de triángulos y una tamaño fijo L = 0,48. La figura 3-9 muestra la estructura de bandas de los
modos de polarización TM y TE para triángulos orientados a 60o, éstas muestran la presencia
del PBG en la misma región del PBG del cristal regular y al interior de este los modos
asociados al defecto. Adicionalmente, se observa en la regiones fuera del PBG el fenómeno
t́ıpico de sobrelapamiento de las bandas causado como consecuencia de la supercelda. A
partir del diagrama de bandas es posible corroborar que los modos defectivos tiene velocidad
de grupo cero ya que la frecuencia de estos modos permanece constante para todo k; esto
indica que estos modos no se propagan en el cristal, dicho de otra manera estos modos son
confinados. En el caso de polarización TE se encuentran tres modos, el de menor frecuencia
corresponde al modo fundamental de la cavidad y los otros dos siguientes corresponden a
modos excitados degenerados. Por otro lado, para la polarización TM se tiene la aparición
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(a) Polarización TE (b) Polarización TM
Figura 3-9.: Estrutura de bandas para un cristal fotónico con defecto estrella y parámetros
geométricos L = 0,48a y θ = 60o. Se resaltan los modos defectivos en cada
caso.
de sólo un modo defectivo al interior del PBG, con frecuencia cercana a la de los modos
excitados de la polarización TE. Se debe destacar que dado que la estructura regular tiene
un PBG completo, los modos confinados aparecen también en esta misma región, lo cual
hace que estos sean modos totalmente confinados al interior de la cavidad.
En la figura 3-10 se presenta la estructura de bandas para ambas polarizaciones de un cristal
con orientación de 30o y tamaño L = 0,48a, en ésta se puede observar que los modos para
la polarización TE dejan de tener velocidad de grupo cero y adicionalmente se observa que
el PBG se empieza a cerrar, esto indica que para esta polarización empiezan a perderse
los modos confinados. Por otro lado, para la polarización TM tanto el PBG como el modo
defectivo permanecen iguales al cambiar la orientación. Para notar este comportamiento
de manera más explićıta se presentan en la figura 3-11 los mapas de PBG en función de
los parámetros geométricos, observandose que el PBG y los modos de la polarización TE
aparecen sólo para tamaños de triángulo grande y orientaciones de ángulos por encima de
30o aproximadamente. Caso contrario ocurre con la polarización TM que tiene un PBG
que aparece para tamaños pequeños de triángulos y se mantiene en la misma región de
frecuencias para cualquier orientación, aśı como también la frecuencia del modo asociado al
defecto. También se observa que para tamaños pequeños de los triángulos aparecen modos
defectivos excitados, los cuales desaparecen cuando el tamaño del triángulo supera los 0,35a
al mismo tiempo que surge el modo defectivo base. Es importante también destacar que para
tamaños alrededor de 0,48a coexisten en la misma región de frecuencias el modo defectivo
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(a) Polarización TE (b) Polarización TM
Figura 3-10.: Estrutura de bandas para un cristal fotónico con defecto estrella y parámetros
geométricos L = 0,48a y θ = 30o. Se resaltan los modos defectivos en cada
caso.
de la polarización TM con los modos defectivos excitados de la polarización TE.
(a) En función del Tamaño; θ = 60o (b) En función del ángulo; L = 0,48
Figura 3-11.: Mapas de PBG en función de los parámetros geométricos
Finalmente, con el fin de corroborar que los modos señalados en las estructuras de bandas y
en los mapas de gap corresponde a modos confinados se estudian los perfiles de intensidad de
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los campos, los cuales son mostrados en la figura 3-12, en dicha figura, es posible observar
que todos los modos tiene el campo confinado a la región de la cavidad. Para el caso de
polarización TE los modos son confinados al borde de la cavidad y están concentrados en
las regiones que conectan los triángulos que delimitan la cavidad, de manera similar a como
sucede en el caso regular para el primer modo de esta polarización (ver figura 3-6(a)).
Mientras que para el modo de polarización TM, el campo está confinado al interior de los
triángulos que bordean la cavidad y forman un hexágono.
Figura 3-12.: Perfil de intensidad del campo de desplazamiento para un cristal con defecto
estrella de triángulos con L = 0,48a y θ = 60o. Se muestran los perfiles de
intensidad para los modos confinados en la cavidad correspondientes a los
mostrados en la figura 3-9. Ejes en unidades de a
En la figura 3-13 se muestran los modos defectivos para el caso de triángulos orientados a
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30o, aqúı se observa que para el caso de polarización TE los modos defectivos tienen perfil
de campo que se esparse al interior de toda la estructura, lo cual es evidencia de que estos
modos ya no son confinados y que se propagan. Sin embargo, para el caso de polarización
TM no se observan cambio significativos en la distribución de los perfiles de intensidad del
campo D, estos siguen confinados al interior de los triángulos formando un hexágono. Este
resultado resulta ser muy atractivo para el diseño de cavidades que toleren desorden en la
orientación y tamaño de los triángulos, lo cual suele ser muy común en la fabricación de este
tipo de heteroestructuras en el rango óptico.
Figura 3-13.: Perfil de intensidad del campo de desplazamiento para un cristal con defecto
estrella de triángulos con L = 0,48a y θ = 30o. Se muestran los perfiles de
intensidad para los modos confinados en la cavidad correspondientes a los
mostrados en la figura 3-10.Ejes en unidades de a
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3.3. Defectos lineales
En la presente sección se quiere mostrar los resultados obtenidos para el estudio de un defecto
lineal en una estructura de cristal fotónico de barras dieléctricas triangulares (εr = 10,644)
inmersas en aire (εr = 1,0), como se muestra en la figura 3-14. Se considerán dos tipos de
defectos lineales: omitiendo una ĺınea de triángulos (defecto L1) y omitiendo dons ĺıneas de
triángulos (defecto L2).
a) b)
Figura 3-14.: Cristal fotónico formado de barras triángulares con defecto lineal, en una
red tipo panal. a) Defecto lineal omitiendo una ĺınea de triángulos en el
cristal regular (llamaremos este defecto L1), las ĺıneas punteadas representan
los triángulos omitidos en el defecto. b) Defecto lineal omitiendo dos ĺıneas
consecutivas de triángulos, llamaremos este defecto (L2).
Para calcular los modos de la gúıa de onda se consideraron parámetros geométricos en
el rango adecuado para que la estructura regular presente PBG en los modos TE y TM.
Adicionalmente se considera una supercelda que contiene 7 celdas unitarias en la dirección
a2 = a/2(̂ı +
√
3̂) y una celda unitaria en la dirección a1 = âı.
Primero se realizo un estudio de la convergencia del método PWE, donde se consideraron los
casos de un cristal de barras dieléctricas triangulares con defecto lineal doble. Los resultados
se ven expresados en la figura 3-15, donde la frecuencia de referencia en esta ocasión es
la frecuencia del modo asociado al defecto lineal en kx = 0. Con base a esto se considera
pertinente tomar una base de ondas planas tal que |G|a ≤ 40.
3.3.1. Defecto lineal L1
Para el caso de defectos lineales es usual presentar la estructura de bandas como una proyec-
ción de los k en la dirección del defecto lineal, esto quiere decir que para un kx fijo se tienen
en cuenta las autofrecuencias posibles para todos los posibles valores de ky al interior de la
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Figura 3-15.: Convergencia para el caso de un cristal con defecto lineal. Las curvas muestran
la convergencias para: Azul, polarización TE; Naranja, polarización TM.
zona irreducible de Brillouin, esto conlleva a que se vean regiones sombreadas en la estruc-
tura de bandas correspondientes al conjunto de todos los posibles modos asociados a todas
las posibles k. Al considerar defectos lineales aparecen adicional a las regiones sombreadas
modos guiados que se caracterizan por tener el mismo valor de frecuencia para un kx fijo, sin
importar el valor de ky. Esto puede ser observado en las figuras 3.16(a) y 3.16(b), donde se
presentan los diagramas de bandas para un cristal con defecto lineal L1 de barras dieléctricas
triangulares con los siguientes parámetros geométricos: triángulos equiláteros con L = 0,49a
y θ = π/3.












 kX  a
(a) Polarización TE












 kX  a
(b) Polarización TM
Figura 3-16.: Estructura de bandas. Para polarización TE, se evidencia la presencia de
1 modo debido al defecto lineal. Mientras en el caso de polarización TM,
aparecen 3 modos debidos al defecto lineal, uno de ellos confinado en el PBG
y los otros dos aparacen más arriba guiados parcialmente.
De las bandas se pueden observar la aparición de un modo defectivo al interior del PBG
asociado al cristal regular en cada caso de polarización. Adicionalmente, en la polarización
TM se observan dos modos parcialmente guiados fuera del PBG.
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Con el fin de mostrar que estos modos son confinados en la región del defecto se calculan
los perfiles de intensidad de los campos para diferentes kx. Para el caso TE se presentan
los perfiles de intensidad del campo magnético en la figura 3-17. Por otro lado, en el caso
TM se presentan los perfiles de intensidad del campo eléctrico en la figura 3-18. En ambos
casos de polarización, los perfiles de intensidad muestran una máxima concentración de los
campos en la región del defecto.
Figura 3-17.: Perfiles de intensidad del campo magnético para el modo TE asociados al
defecto lineal.
Figura 3-18.: Perfiles de intensidad del campo eléctrico en para el modo TM asociado al
defecto L1.
Es de notar que para el caso TE cuando kxa ≈ 0 el modo defectivo se acerca a las bandas
del cristal regular y empieza a perder sus propiedades de confinamiento, es decir, empieza
a ser un modo esparcido al interior del cristal, como se puede ver en la figura 3-17 para
kx = π/6a. Esta misma situación se puede observar para la polarización TM en la figura
3-18 tomando kxa ≈ 2π/3.
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Adicionalmente, se muestran los perfiles de intensidad para los modos parcialmente guiados
que aparecen en el caso de polarización TM alrededor de ωa/2πc ≈ 0,65
Figura 3-19.: Perfiles de intensidad del campo eléctrico en para el primer modo TM par-
cialmente confinado asociado al defecto L1.
Figura 3-20.: Perfiles de intensidad del campo eléctrico en para el segundo modo TM par-
cialmente confinado asociado al defecto L1.
Los modos mostrados en las figuras 3-19 y 3-20 cuando se toman valores de kx más grandes
a π/3a muestrán que no son confinados, sino que se esparsen al interior del cristal, esto se
alcanza a evidenciar para 3-20 con kx = π/3a. De esto se puede concluir que estos modos
se comportan como modos de una gúıa de onda sólo para ciertos valores de kx pequeños.
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3.3.2. Defecto lineal L2
A continuación se presentarán los diagramas de bandas para un cristal con defecto lineal
L2 de barras dieléctricas triangulares con los siguientes parámetros geométricos: triángulos
equiláteros con L = 0,49a y θ = π/3. Las regiones rellenas corresponden a las bandas
asociadas a los modos del cristal regular; como se describio anteriormente, esto es fruto
de la proyección en kx de la estructura de bandas. De las bandas se pueden observar la
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(a) Polarización TE
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(b) Polarización TM
Figura 3-21.: Estructura de bandas defecto L2. Para polarización TE, se evidencia la pre-
sencia de 1 modo debido al defecto lineal. Mientras para polarización TM,
aparecen 4 modos debidos al defecto lineal. El primer modo de ellos esta
confinado en el PBG, los otros tres aparacen más arriba del PBG y son par-
cialmente guiados.
aparición de un modo defectivo al interior del PBG asociado al cristal regular en cada caso
de polarización. Adicionalmente, en la polarización TM se observan tres modos parcialmente
guiados fuera del gap.
Con el fin de mostrar que estos modos son confinados en la región del defecto se calculan
los perfiles de intensidad de los campos para diferentes kx. Para el caso TE se presentan
los perfiles de intensidad del campo magnético en la figura 3-22. Por otro lado, en el caso
TM se presentan los perfiles de intensidad del campo eléctrico en la figura 3-23. En ambos
casos de polarización, los perfiles de intensidad muestran una máxima concentración de los
campos en la región del defecto.
Comparando los perfiles de intensidad entre el defecto L1 y L2, se puede observar que los
modos defectivos para el defecto L2 son más simétricos, esto debido a las propiedades de
simetŕıa del defecto. Consecuencias de esto se evidencian en la estructura de bandas, los mo-
dos defectivos aparecen más hacia la región central del PBG en el caso L2. Estas propiedades
causan además que para el defecto L2 no se pierda el confinamiento en los extremos kx ≈ 0
y kx ≈ 2π/3a, como sucede en el caso L1.
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Figura 3-22.: Perfiles de intensidad del campo magnético para el modo TE asociados al
defecto L2.
Figura 3-23.: Perfiles de intensidad del campo eléctrico en para el modo TM asociado al
defecto L2.
Por último, en la figura 3-24 se presentan los modos parcialmente guiados que aparecen en
el caso de polarización TM. De nuevo estos modos tienen la caracteŕıstica de que al tomar
k muy grande evidencia su naturaleza no confinada y empiezan a ser modos esparcidos al
interior del cristal. Aśı mismo, estos modos heredan también las propiedades de simetŕıa del
defecto L2.
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Figura 3-24.: Perfiles de intensidad del campo eléctrico para los modos parcialmente con-
finados de polarización TM en el defecto L2.
3.4. Efectos termodinámicos
En esta sección se considerá una revisión de los efectos que tienen las variables termodinámi-
cas sobre las propiedades ópticas de los cristales fotónicos. Esta dependencia es posible con-
siderarla basado en dos hechos: el primero de ellos y muy conocido de la termodinámica
básica es la depencia de los tamaños t́ıpicos de un material respecto a la temperatura y la
presión hidrostática, esta dependencia esta dada por los coeficientes de expansión térmica,
β, y de compresibilidad, κ, del material [Zemansky y Dittman, 1985]. Por otro lado, también
se tiene una dependencia de la permitividad dieléctrica de los semiconductores respecto a
estás variables termodinámicas como se expresa en [Samara, 1983]. Esás dependencias se
ven reflejadas en la estructura de banda como se verá a continuación en algunos resultados
obtenidos con la colaboración de Segovia-Chaves et al. en estructuras de cristal fotónico
bidimensional. Los resultados mostrados a continuación fueron publicados en tres art́ıculos
[Segovia-Chaves et al., 2019b, Segovia-Chaves et al., 2019a, Segovia-Chaves et al., 2019c].
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3.4.1. Efectos de la temperatura
En esta sección se estudiará la estructura de bandas de un cristal fotónico en una red he-
xagonal de barras circulares y triangulares de Arsenuro de Galio (GaAS) inmersos en aire,





Figura 3-25.: Parámetros geométricos y composición de la estructura de cristal fotónico
circular y triangular en una red hexagonal.
En este caso los efectos térmicos considerados corresponden a los cambio de los tamaño del
dispersor y los cambios en el ı́ndice de refracción para el GaAs, es decir,

















Figura 3-26.: Estructura de bandas para ∆T igual a 0K, 200K y 400K para barras cir-
culares (a) y barras triangulares (b). Considerando a temperatura 0K que
n0 = 11,09, R0 = 0,2a y L0 = 0,2a.
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nGaAs(T ) = n0 (1 + β∆T ) (3-3)
R(T ) = R0 (1 + α∆T ) (3-4)
L(T ) = L0 (1 + α∆T ) (3-5)
Donde se toma para el GaAS que el coeficiente de dilatación y el coeficiente termo-óptico
viene dado por α = 5,0 × 10−6K−1 y β = 2,5 × 10−4K−1, respectivamente. Para el aire,
es posible considerar también un coeficiente termo-óptico el cual toma el valor de βaire =
1,0× 10−6K−1. Aśı mismo, se considera que a temperatura ambiente los valores n0 = 11,09,
R0 = 0,2a y L0 = 0,2a corresponden a el ı́ndice de refración, radio del dispersor circular y
longitud del lado del dispersor triangular, respectivamente. Con estos valores se calcularón
estructuras de bandas para cada tipo de dispersor en valores ∆T de 0, 200K y 400K como

















Figura 3-27.: Estructura de bandas polariazción TM para un defecto H1 en un cristal
regular de circulos (a) y triángulos (b). Se oberva la aparición de un modo
defectivo a ∆T = 0, el cual disminuye su frecuencia a medida que la tempe-
ratura aumenta.
En estos resultados se observa que la frecuencia del PBG disminuye a medida que la tem-
peratura aumenta, sin embargo, es importante notar que el tamaño del PBG permanece
aproximadamente constante con un valor de aproximadamen ∆ω = 0,087 × 2πc/a. Esto
implica que el efecto de la temperatura que está fuertemente relacionado al incremento del
contraste entre los medios tiene como consecuencia generar un cambio en la estructura de
bandas hacia las regiones de frecuencia má bajas. Como se puede prevenir del balor del
coeficiente de dilatación los efectos del cambio en los tamaños t́ıpicos del sistema no son tan
relevantes como el efecto sobre el ı́ndice de refracción.
Aśı mismo, es posible generar un defecto en la estructura y observar el efecto de la tem-
peratura sobre el modo defectivo que asociado. En este sentido la figura 3-27 presenta la
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estructura de de bandas en la región de los modos defectivos para los cambios de temperatura
0K, 200K y 400K. De nuevo estos resultado verifican un cambio hacia las bajas frecuencias
a medida que el contraste aumenta debido al cambio en la temperatura.
3.4.2. Efectos de la presión
Para ver los efectos de la presión hidrostática se han considerado dos sistemas de cristal
fotónico: una red hexagonal de triángulos isósceles como el presentado en la figura 3-28 y
una red honeycomb de triángulos equiláteros como la presentada en la sección 3.1.
GaAs
Aire
Figura 3-28.: Estructura cristal fotónica de una red hexagonal de triángulos equiláteros, se
muestran los parámetros geométricos ángulo interno ϕ y el parámetro de red
a.
Iniciaremos nuestra discusión con los triángulos isósceles los cuales estarán caracterizados
por el ángulo interno doble el cual será notado como ϕ = 45o, el ángulo de orientación, θ = 0,




0,8a (correspondiente al área de un triángulo equilátero de
lado 0.8a). La dependencia de la presión hidrostática y la temperatura para la permitividad




En los próximos resultados consideraremos despreciable el efecto de la presión hidrostática
sobre la forma del dispersor, esto debido que los efectos producidos en la permitividad son
mucho más significativos.
A continuación serán presentados los resultados del cálculo de estructuras de bandas para
los modos de polarización TE tomando una temperatura fija a 4K y variando la presión
hidrostática entre los valores 0kbar, 30kbar y 70kbar, como lo muestra la figura 3-29. En
estos resultados de nuevo similar al caso de la temperatura se observa un corrimiento en la
estructura de bandas que preserva el ancho del PBG, sin embargo en el caso de la presión
hidrostática se observa que el corrimiento es hacia regiones de frecuencias más altas. Esto
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Figura 3-29.: Estructura de bandas de un cristal fotónico de triángulos isósceles para po-
larización TE a una temperatura de 4K y diferentes presiones.
debido a que, contrario al caso de la temperatura, cuando la presión aumenta la permitividad
del GaAs disminuye y de esta misma manerá lo hace el contraste entre medios, favoreciendo
que se concentre el campo eléctrico en las zonas de permitividad alta, lo cual esta en agrado
con el principio variational como se expone en [Joannopoulos et al., 2011].
Por otro lado, similar al caso con la temperatura es posible estudiar el caso de defectos pun-
tuales y como cambia la frecuencia de dichos modos con el aumento de la presión hidrostática.




























Figura 3-30.: Estructura de bandas de un cristal fotónico de triángulos isósceles con defecto
H1 para polarización TE a una temperatura de 4K y diferentes presiones
(negro: 0kbar, azul: 30kbar y verde: 70kbar) .
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La figura 3-30 muestra la estructura de bandas para tres presiones diferentes 0kbar, 30kbar
y 70kbar de un defecto H1 en un cristal de barras de triángulos isósceles con parámetros




0,8a. Estos resultados muestra un gran cambio
en la frecuencia del defecto cuando se aumenta la presión, lo cual esta en concordancia con
los resultados del caso regular. Este resultado podŕıa ser usado para diseñar sensores de
presión en escalas de kbar.

















Figura 3-31.: Estructura de bandas de un cristal fotónico de triángulos equiláteros en una
red tipo panal a una temperatura de 4K y diferentes presiones.a) Polarización
TE y b) Polarización TM
Por último consideraremos el caso de una red tipo panal de agujeros de triángulos equiláteros,
inmersos en GaAs ,con lado L = 0,8a y un ángulo de orientación θ = 0 en polarización
TM. La figura 3-31 muestra estos resultados para el caso del cristal regular, donde ha sido
encontrado una dependencia con la presión similar al caso de los triángulos isósoceles a
medida que la presión aumenta se observa un corrimiento hacia las frecuencias más grandes
pero se mantiene el ancho del PBG en aproximadamente ∆ω = 0,031 × 2πc/a para la
polarización TM, mientras que para la polarización TE se tiene ∆ω = 0,013× 2πc/a.
Por otro lado, en la figura 3-32para el caso de un defecto H1 en esta estructura, se observa
la aparición de un modo defectivo para el caso de polarización TM, el cual tiene un compor-
tamiento con la presión hidrostática análogo al encontrado en las anteriores estructuras, es











Figura 3-32.: Estructura de bandas para diferentes presiones (negro: 0kbar, verde: 30kbar
y rojo: 70kbar) de un cristal fotónico con defecto H1 en una red tipo panal
de triángulos equiláteros de lado L = 0,8a a un temperatura de 4K.
4. Conclusiones y perspectivas
En este trabajo se estudian sistemas de cristal fotónico con dispersores de forma triangu-
lar. Este tipo de geometŕıas resulta de gran interés ya que tiene una serie de parámetros
geométricos que permiten controlar y optimizar el PBG, esto debido en gran medida a las
propiedades de simetŕıa que comparten estos dipersores con las redes hexagonal y tipo panal.
Dichas propiedades geométricas permiten encontrar los siguientes resultados:
Una estructura the cristal fotónico regular de triángulos equiláteros inmersos en una
red tipo panal con PBG completo. Para un configuración de parámetros alrededor de
L = 0,48a y θ = 60o, se encuentran PBG con anchos de aproximadamente ∆ω =
0,08632πc
a
para la polarización TM y ∆ω = 0,10062πc
a
para la polarización TE, ambos
PBG compartiendo la misma region de frecuencias alrededor de ω = 0,452πc
a
.
En un cristal fotónico de triángulos equiláteros inmersos en una red tipo panal se
crea un defecto puntual tipo estrella que produce modos defectivos en ambos modos
de polarización cuando se consideran tamaños grandes de triángulos y orientaciones
alrdedor de los 60o. Estos modos defectivos tienen frecuencias al interior del PBG
encontrado para la estructura regular, sin embargo para la polarización TE los modos
defectivos son sensibles a los cambios geométricos y se pierden cuando los triángulos
son lo suficientemente pequeños o la orientación es menor a los 30o. Caso contrario
sucede con la polarización TM donde el PBG y la frecuencia del modo defectivo se
mantienen para cualquier orientación de los triángulos, incluso el perfil de intesidades
del modo defectivo también preserva su forma para cualquier orientación angular.
Esta invarianza frente a la orientación de los triángulos que tiene el modo defectivo con
polarización TM, permite considerar esta estructura como propicia para la fabricación
de cavidades ópticas que toleren fallos en la orientación y tamaños de los triángulos al
momento de su fabricación.
Los defectos lineales producidos en cristales fotónicos permiten la aparición de modos
guiados en la región del defecto. Se consideran dos tipos de defecto omitiendo una o
dos lineas de triángulos, obteniendose mejores condiciones en el caso del defecto L2
cuyas propiedades de simetŕıa permiten que los modos guiados que apareen esten más
confinados a la región del defecto en comparación con los modos del defecto L1, esto
se puede ver en los extremos de la zona irreducible de Brillouin, alrededor de k = 0
para polarización TE y de k = 2π/3 para polarización TM.
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Por otro lado, los estudios realizados para entender los efectos de la temperatura y la presión
hidrostática permiten concluir que la variación de éstas afecta principalmente cambiando el
contraste de permitividades entre los medios. Este cambio de contraste produce corrimientos
en la estructura de bandas que preservan el ancho de PBG. Para el caso de la tempera-
tura, su aumento produce un aumento de contraste y un corrimiento de la estructura de
bandas hacia frecuencias más bajas; mientras que el aumento de la presión produce dismi-
nución del contraste y un corrimiento de la estructura de bandas hacia frecuencias más altas.
De los resultados de este trabajo derivan posibles trabajos futuros, a continuanción se men-
cionan algunos.
Estudiar los efectos del desorden en los defectos puntuales y lineales. Como se encontró
en el caso del defecto puntual para polarización TM, el modo defectivo que aparece es
un modo bastante robusto frente al tamaño de los triángulos e invariante frente a las
rotaciones de los triángulos. Lo cual permite pensar que puede ser un defecto robusto
frente a los cambios aleatorios en la estructura periódica como pueden ser el tamaño y
la orientación de los triángulos.
Caracterizar los efectos de la orientación de los triángulos en el caso de los defectos
lineales. Esto puede permitir que se ajusten las frecuencia y las velocidades de propa-
gación de los modos guiados.
Introducir defectos lineales más complejos que permitan la unión y bifurcación de
varias gúıas de onda. Esto puede permitir el diseño de divisores de haz, en cuyo caso la
orientación de los triángulos puede ser un parámetro de control que fije los porcentajes
del divisor de haz.
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A. Anexo A: Red tipo panal y red
hexagonal
En este trabajo se estudian dos tipos de redes, principalmente se estudia una red tipo panal,
la cual puede ser descrita como la superposición de una red hexagonal o como una red
hexagonal con dos elementos en la base. Como se puede ver en la figura A-1, la red tipo
panal puede ser formada por dos redes hexagonales desplazadas entre ellas una distancia
vertical de
√
3a/3. También puede ser pensada como una red hexagonal con dos bases en la
celda unitaria, en la figura A-1 se observa la celda unitaria de Wigner-Seitz con dos puntos
en su interior uno rojo y uno azul
Figura A-1.: Red tipo panal construida como la superposición de dos redes hexagonales. Se
muestra la celda unitaria sobreada que incluye dos puntos uno de cada subred
hexgonal.
Teniendo esto en cuenta es conveniente hacer una descripción detallada de la red hexagonal.
Ya que la red tipo panal heredará las propiedades de simetŕıa de la red hexagonal y estará
descrita por los mismo puntos de simetŕıa en la red rećıproca. A continuación se realiza dicha
descripción de la red hexagonal.
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La figura A-2 muestra una representación gráfica de esta red, donde a es el parámetro de
red (distancia entre dos puntos contiguos de la red). Alĺı es posible ver que los segmentos
entre tres puntos contiguos forman un triángulo equilátero, por ello en ocasiones es llamada
red triangular, aún aśı si se considera la celda unitaria de Wigner-Seitz, la cual forma un
hexágono, es más correcto y usual llamarla red hexagonal.
Figura A-2.: Se muestra el parámetro de red, los vectores primitivos usados para describir
la red y la celda unitaria de Wigner-Seitz de una red Hexagonal
Dada, esta red de Bravais mediante la relación 2-10 podemos hallar los vectores de la red
rećıproca y posteriormente determinar la zona de Brillouin con sus respectivos puntos de















Para determinar la zona de Brillouin se debe identificar cual es la celda unitaria de Wigner-
Seitz de esta red, la cual forma un hexágono como se muestra en la figura A-3, es decir, la
red rećıproca de una red hexagonal es también una red hexagonal. A su vez, en la figura
A-3 se muestra también los puntos de alta simetŕıa (Γ, M y K) y la zona irreducible de
Brillouin delimitada por dichos puntos.
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Figura A-3.: Se muestra la red rećıproca de una red hexagonal, con sus vectores de red, los
puntos de simetŕıa, la zona de Brillouin y la zona irreducible de Brillouin
B. Anexo: Transformada de Fourier
Como se vio en la sección 2.3, donde se estudia la estructura de bandas de cristales fotónicos,
para forma la matriz asociada al problema de autovalores es necesario conocer la transfor-














Con A el área de la celda unitaria y G los vectores de la red rećıproca.
B.1. Transformada de Fourier para funciones escalón
Normalmente las estructuras dieléctricas a considerar son funciones escalón de la forma:
εr(r) =
{
εb, si r 6∈ A′
εs, si r ∈ A′
(B-3)
Donde A′ es una región dentro de la celda unitaria. Lo cual, resulta útil expresar en términos
de una nueva función como sigue:




0, si r 6∈ A′
εs − εb, si r ∈ A′
(B-5)
De esta manera, se tiene que los coeficientes εG quedan escritos como







(εs − εb)e−iG·rd2r (B-7)
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Esto nos permite, simplificar el cálculo de los coeficientes de expansión a una integral sólo
en la región donde cambia la permitividad, es decir, en la región donde esta el dispersor.
A continuación presentaremos los casos part́ıculares estudiados en una red hexagonal, donde
describiremos regiones A′ en forma de triángulos, equiláteros e isósceles. Como se muestran
en la figura B-1.
(a) Triángulo Equilátero (b) Triángulo Isósceles
Figura B-1.: Representación gráfica de las regiones de integración triangulares. Los triángu-
los equiláteros estarán caracterizados por el tamaño de su lado (L), mientras
que los isósceles serán caracterizados por su área (A′) y el ángulo (φ) que
forme ésta con cada uno de los otros lados.
Para el triángulo equilátero la expansión nos queda como:
εG =
{
fεs + (1− f)εb, si G = 0
f(εs − εb)[I(Gx, Gy) + I(−Gx, Gy)], si G 6= 0
(B-8)









Con a el parámetro de red, por otro lado la función I(Gx, Gy), donde Gx y Gy son las
componentes en x y y del vector G, esta dada por:























Donde, se ha definido gx = GxL/2 y gy =
√
3GyL/2.
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Este resultado concuerda con el presentado por Andreani [Andreani y Gerace, 2006]. Por otro
lado, para el caso de un triángulo isósceles se tiene el mismo resultado, pero definiendo las
variables gx =
√
A′cot(φ)Gx y gy =
√
A′tan(φ)Gy, donde para este caso, triángulos isósceles,
el área sera un parámetro fijo al igual que el ángulo interno φ, mientras que los lados serán
función de estos dos parámetros.
B.2. Traslaciones y rotaciones
En la sección anterior, la integrales se hicierón poniendo el origen de coordenas en el centro
de los triángulos y éstos orientados de manera vertical, como se muestra en la figura B-1.
Pero este no siempre es el caso, en ocasiones puede tenerse interés por desplazar el triángulo,
por ejemplo para formar una red tipo panal o tipo grafeno se requieren dos triángulos con
centros separados una distancia de a/
√
3. Consideremos entonces la función
ε′r(r) = εr(r − R) (B-11)
Tal que los coeficientes para dicha función quedan determinados, por los coeficientes de la






































Con esto tenemos, que desplazar la función dieléctrica un vector R tiene como efecto sobre
los coeficiente de Fourier de la función producir una fase de valor e−iG·R.
Ahora consideremos que se hace una rotación de función dieléctrica, como se muestra en la
figura B-2
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(a) Triángulo Equilátero (b) Triángulo Isósceles
Figura B-2.: Representación gráfica de las regiones de integración triangulares rotadas un
ángulos θ
Entonces de nuevo para hacer la integral se considera un cambio de variable, pero esta vez
la forma del cambio de variable es como sigue:
x′ = x cos(θ) + y sin(θ), y′ = −x sin(θ) + y cos(θ) (B-17)
↓ (B-18)
x = x′ cos(θ)− y′ sin(θ), y = x′ sin(θ) + y′ cos(θ) (B-19)




























ε̃′G = ε̃G′ (B-23)
De esta forma tenemos que el efecto de rotar la función dieléctrica a la hora de calcular los
coeficientes de expansión es evaluar los coeficientes para la función original en unos nuevos
vectores que resultan también de una rotación, pero en dirección contraria, es decir,
G′x = Gx cos(θ)−Gy sin(θ), G′y = Gx sin(θ) +Gy cos(θ) (B-24)
Estos dos resultados de asociados a rotaciones y translacines son usados para construir la
red tipo panal de triángulos. Ya que para producir esta red se consideran dos triángulos con
orientaciones opuestas separados una distancia a/
√
(3).
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B.3. Supercelda: método de superposición
Para la introducción de defectos en el cristal se suele usar el método de la supercelda
[Wu et al., 2003], el cuál consiste en considerar como celda unitaria varias celdas unita-
rias de la estructura regular, y en una o algunas de ellas los defectos, de tal forma que al
repetir dicha supercelda los defectos se repitan y queden muy alejados entre ellos. Para ello
lo que se hace normalmente es realizar la integración en toda la supercelda de cada uno de
los dispersores. Sin embargo, hay casos part́ıculares donde se puede abordar de otra manera
el problema, esto casos son aquellos donde el defecto consiste en eliminar algunos de los
dispersores de la red o cambiarles el ı́ndice de refracción.
Para este caso es posible escribir la función como la superposición de dos funciones periódicas
una con peŕıodo a que forma el cristal regular (εr(r)) y la otra con peŕıodo l × a, donde l
es un número entero que indica que tantas veces es más grande la supercelda con respecto a
la celda unitaria del cristal regular. La función con periodicidad l× a contraresta la función
regular en un punto cada la pasos, esto con el fin de quitar algunos dispersores o cambiarle
su permitividad, de tal forma que se tiene:
εS(r) = εr(r) + ε
1(r) (B-25)
En el caso de los triángulos la función εr pone un fondo de permitivida εb y unas regiones
triangulares con permitividad εs separados una distancia a, por otro lado la función ε
1 quita
un triángulo cada l × a veces y pone un fondo de permitividad εb, es decir, para el caso en
que el defecto consista en quitar un triángulo estas funciones tiene la forma de un cristal
regular pero con diferentes valores de permitividades y diferentes periodicidades.
εr(r) =
{
εb, si r 6∈ A′
εs, si r ∈ A′
con peŕıodo a (B-26)
ε1(r) =
{
0, si r 6∈ A′
εb − εs, si r ∈ A′
con peŕıodo l × a (B-27)
De tal forma, que al hacer el cálculo de la función εS(r), con peŕıodo l× a, se debe tener en
cuenta que el efecto de aumentar el peŕıodo es que los vectores G′ en los que se expande la







































= εG′ + ε
1
G′ (B-32)
Es decir, a la supercelda contribuiran los coeficientes de ε1G′ y los coeficientes asociados a la
red regular, εG, que cumplan G = lG
′.
El tratamiento anterior fue hecho considerando que la supercelda tiene vectores de red la1 y
la2, pero puede ser generalizada a superceldas con vectores de red la1 y ma2. Por ejemplo,
en el caso de defectos lineales se considera una supercelda con vectores de red 1a1 y la2.
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sensing with photonic crystal fibers. Laser and Photonics Reviews, 2(6):449–459.
[Gerace y Andreani, 2005] Gerace, D. y Andreani, L. C. (2005). Strong exciton-light
coupling in photonic crystal nanocavities. Physica Status Solidi C: Conferences, 2(2):801–
804.
[Guo y Albin, 2003] Guo, S. y Albin, S. (2003). Simple plane wave implementation for
photonic crystal calculations. Optics express, 11(2):167–175.
[Ho et al., 1990] Ho, K. M., Chan, C. T., y Soukoulis, C. M. (1990). Existence of a Photonic
Gap in Periodic Dilectric Structures. Physical Review Letters, 65(25):3152–3155.
[Hui y Johnson, 1996] Hui, P. M. y Johnson, N. F. (1996). Photonic Band-Gap Materials,
volumen 49. Springer Netherlands, Dordrecht.
66 Bibliograf́ıa
[Jackson, 1999] Jackson, J. D. (1999). Classical Electrodynamics. 3th edición.
[Jewell et al., 2007] Jewell, S. a., Vukusic, P., y Roberts, N. W. (2007). Circularly polarized
colour reflection from helicoidal structures in the beetle Plusiotis boucardi. New Journal
of Physics, 9(07):1–10.
[Joannopoulos et al., 2011] Joannopoulos, J. D., Johnson, S. G., Winn, J. N., Meade, R. D.,
y Sjödahl, C. J. (2011). Photonic crystals: molding the flow of light. Números 24. 2a
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